Examen de physique quantique, le 27/01/2016
PHELMA PNS 2A

Désintégration d’un état quantique couplé a un
continuum

On introduit
e la fonction §(E) de Dirac.

e la fonction lorentzienne L(z) = %, centrée en zg, d’intégrale

unité et de largeur a mi-hauteur ~.
e la notation partie principale P d’une fonction f(z) avec z € R.

P(f) est en tout point identique & f si ce n’est que si f a une divergence
enx =2xg (p. ex. f(x) =1/(x — xzg)), alors pour a < xp < b

b To—e€ b
/ P(f)(z)dx = lim [/ f(x)dx + f(x)dx‘| .

e—0t To+e€

Avec lexemple de f donné ci-dessus, I'intégrale de P(f) est bien définie
et finie.

1 Modele du couplage d’un niveau discret a un
continuum

On considere un objet trés petit, par exemple une molécule. Ainsi les états
propres de ’hamiltonien Hy décrivant cette molécule isolée sont tres espacés en
énergie, et nous restreindrons notre étude & un unique état propre |¢;), d’énergie
E; > 0.

1.1

Expliquez simplement pourquoi (de maniére générale) plus un objet est petit,
plus ses états propres propres sont espacés en énergie.



1.2

La molécule est maintenant posée sur la surface d’'un métal ayant de densité
d’états électroniques p(E) continue. Les états propres du métal sont paramétrés
par un nombre sans dimensions «, ils sont donc notés |a) et d’énergie E, €
[0, 4+o00[. Justifiez que pour toute fonction f qui ne dépend que de 1’énergie, une
sommation de f sur tous les états et un volume unité peut s’écrire

[aaren = | " am o) 1)

En absence de couplage entre la molécule et le métal, qui permettrait aux
électrons de tunneler de I'un a 'autre, 'hamiltonien du systéme peut donc se
noter Hy, avec

Hyolgs) = Eil¢:)
et
Hpla) = E,|a).

On a par ailleurs les relations d’orthogonalité et de fermeture suivantes:

(d|a) = d(a — )

(¢ile) =0
(Bilgi) =1
et
|pi) (il +/da |a) (| = Ident.
1.3

On introduit maintenant un couplage W perturbatif et indépendant du temps
entre molécule et continuum. On suppose que

(a[Wla) = (¢i|W]¢:) = 0.

Que signifie cette hypothese physiquement ?

1.4

On supposera dorénavant aussi (a|[W]a’) = 0 et que {¢;|W]|a) ne dépend pas
de a. Ecrivez schématiquement 'hamiltonien total H = Hy + W sous forme
matricielle dans la base {|¢;), |a1), |a2), ...}

1.5

En vous appuyant sur le résultat de la question 1.2, discutez qualitativement
le décalage en énergie du niveau quantique discret suite a cette perturbation.
Discutez en particulier les valeurs de E qui pourraient poser probleme.



2 Dynamique des amplitudes de probabilités

Cette partie suit une démarche parallele a celle vue en cours pour aboutir a
la regle d’or de Fermi, pour retrouver quantitativement la dynamique de la
désintégration de 1’état discret.

On suppose qu’il y a un électron dans 1'état |¢;) & t = 0, instant ou la
perturbation W est branchée. Tous les états |«) sont initialement vides.

2.1
L’état du systeme a l'instant ¢ > 0 peut s’écrire

() = bi(t) e " F/g) + / dovbe (t) e Bt/ ).

Commentez cette écriture et précisez notamment le sens des fonctions b; (t) et
leur valeurs initiales. Donnez b; o (t) en absence de couplage.

2.2

Déduisez-en le jeu d’équations suivant:

d )
ZTﬁbi(t) :/daba(t) e/ Fim Bt/ (g, | x) (1)
. d BB,
zh%ba(t):bi(t)e(’;‘* EOR (o|W |y (2)
2.3
Démontrez finalement ’expression exacte
d 1 [t ¢ ‘ /
abi(t):_ﬁ/o dE/O dt' K (E) =B =)/ b, 1), (3)

avec K (F) une fonction que I'on définira.

2.4

Dans I'hypotheése ou la densité d’états du métal est une fonction lente de ’énergie,
ainsi que le couplage tunnel de |¢;) aux états du métal, qu’en est-il de K(FE) ?



3 Approximation aux temps courts

On admettra la relation

t . 1
/0 dTez(Ei—E)T/h = h F(S(Ez _E) +7’7) (l;7 _E'):| '

3.1

Aux temps t' > 0 courts, on peut supposer que b;(t') n’a pas beaucoup changé
de sa valeur initiale. Montrez que dans cette approximation

d r A
%bz( ) - _5 _Zﬁa

ou on explicitera de maniere formelle I' et A. On pourra laisser en particulier
A sous la forme d’une intégrale.

3.2

Montrez que la probabilité que 1’électron soit toujours sur la molécule (c’est a
dire dans I’état |¢;)) est donnée par P;(t) = 1 — I't aux temps courts ¢. Donnez
les limites de validité de cette expression (ce qui précise ce que nous avons appelé
temps courts ci-dessus).

3.3

(Question difficile, peut étre réservée pour la fin).

On suppose désormais que |{a|W|¢;)|? o exp [— (Mf], avec 0 < E;.

o
(Cette hypothese permet de garantir la convergence des intégrales utilisées pour
E — +0.)
On suppose aussi une forme affine de la densité d’états au voisinage de E;,
du type p(E) = po(1 + B EZE), avec |8 < 1.

Tracez schématiquement les trois fonctions {a|W|9:)|2, 1/(E; — E) et p(E)
en fonction de E. Justifiez que le signe de A est 'opposé de celui de 8.

4 Approximation valable au-dela des temps courts

4.1

Une bien meilleure approximation de P;(t) peut étre obtenue si dans 'Eq. (3)
on remplace b;(t') par b;(t) plutdt que par b;(0). Calculez P;(t) avec cette
approximation.
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Figure 1: Spectre de photoémission de la désexcitation °"Fe* —>TFe + photon.

4.2

Comparez avec le résultat précédent. Que représente la quantité 1/T" pour
I’électron de la molécule ? Connaissez-vous d’autres systemes quantiques avec
une dynamique analogue ?

4.3

Quelle est la signification physique de A 7 Pouvez-vous expliquer qualita-
tivement le fait (trouvé a la question 3.3) que A est de signe opposé a la
dp(E)/dE|p=p, 7

4.4

En injectant l'expression de b;(t) trouvée & la question 4.1 dans 'Eq. (2),
calculez by (t).

4.5

On se place aux temps tres longs ¢ > 1/I". Quelle est probabilité que 1’électron
ait tunnelé dans l'état |a) ? Déduisez-en que pour une densité d’états p(E)
constante, la distribution en énergie des états finals (d’énergie Fy) atteints est

dP(Ey) 1
dE;  (E; — B; — A2 + h2T2/4

Décrivez 'allure de cette fonction de Ey en précisant le role de chacun des
parametres.




4.6

Résumez qualitativement tous les résultats ci-dessus : un électron est initiale-
ment dans un état quantique discret d’énergie F;, puis il est couplé a un envi-
ronnement. Que se passe-t-il, sur quelles échelles de temps, etc. 7

4.7

Expliquez pourquoi la mesure de photoémission montrée en Fig. 1 est tout a
fait analogue au probleme que 'on vient de traiter. Quel est le temps de vie de
I'état °"Fe* (ordre de grandeur uniquement, pas besoin de calculatrice) ?

Le probléme de la désintégration d’un état quantique couplé a un continuum
a €té décrit par Weisskopf et Wigner en1930.

1l est également étudié en détail dans Cohen-Tannoudji et al., ”Mécanique
quantique” (Hermann), ainsi que dans Le Bellac, ”Quantum Physics” (Cam-
bridge).



